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　　摘要: 建立并分析了食饵捕食者均具有一般性密度制约且捕食者染病的生态-流行病模型. 讨论了系统解
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究了边界平衡点的全局稳定性以及系统的持久性.
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Abstract: A predator-prey model with general density-dependence in the prey and
pr edato r w as established and diseased predators was analyzed. T he boundness of solut ions to
the proposed sy stem and the ex istence of equilibria w ere studies, and the suf f icient condition
of locally asymptot ically stable of the equilibria w ere obtained by Routh-Hurw itz criterion.
Furthermore, the condit ions of the g lobal stabil ity of the boundar y equil ibrium and
permanence of the sy stem w ere obtained.
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由于传染病可能在相互关联的种群之间传播,使得生态流行病模型成了近几年的一个新的研究方




文[ 5 - 6] 仅考虑了食饵按 Logist ic方式增长,且文[ 6] 未给出两种群共存的无病平衡点全局稳定







= xg( x ) - ( x ) s,
d s
d t
= k ( x ) s - ds - si ,
d i
d t
= si - ( d + ) i.
( 1)
其中 x 为食饵种群的数量, s为捕食者中易感者的数量, i为捕食者中染病者的数量; g ( x ) 为食饵种群的
相对增长率, 满足如下条件 [ 8] :
( i) g( 0) > 0;
( ii) K > 0,使得 g( K ) = 0且当 x ≠ K 时, ( x - K ) g( x ) < 0;
( x ) 为捕食者的功能性反应函数,满足[ 4, 6] : ( 0) = 0且当x ≥ 0时, ( x ) 是单调递增有界连续函数; k ( 0
< k ≤ 1) 是从食饵到捕食者的转化系数.捕食者的自然死亡率为 d( d > 0) ,染病者的因病死亡率为 .
这里假设疾病是双线性发生率, 为有效接触率.
鉴于生态学意义,仅在 R3+ = { ( x , s, i) ∈R3: x ≥ 0, s≥ 0, i≥ 0} 上考虑.进一步假设系统( 1) 的初
始条件为
x 0 = x ( 0) > 0, 　s0 = s( 0) > 0, 　i0 = i ( 0) ≥ 0. ( 2)
1　解的有界性
定理 1　系统( 1) 所有初值问题的解是最终有界的.
证明　设( x ( t) , s( t ) , i ( t) )是系统( 1) 满足初值( 2) 的任意解,由于 x = 0, s= 0, i = 0均为系统( 1)
的不变集,故当 t > 0时,均有 x ( t ) , s( t) , i( t ) ≥ 0.由系统( 1) 的第 1式易得 l im
t→+ ∞
x ( t) = K .令




d t ( 1)
= kxg( x ) - d s - ( d + ) i≤
　　　kxg ( x ) - d( s + i) =




{ x g( x ) + dx } .由比较定理得
V ( t) ≤
k
d


















　　( t→∞) . ( 6)
由于 0 < k ≤ 1,故
x ( t) + s( t) + i ( t) ≤
d
　　( t→∞) . ( 7)
由解的非负性得, 系统( 1) 的满足初值问题的任意解最终有界.
若记
= { ( x , s, i ) ∈R
3




{ xg ( x ) + dx } } ,
则由定理 1知 是系统( 1) 的最终有界集.
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2　平衡点的存在性及其局部性质
容易看出系统( 1) 有如下的非负平衡点:
E0 ( 0, 0, 0) , 　E1 ( K , 0, 0) ,　E 2( x-, s-, 0) , 　E3 ( x * , s* , i* ) ,
其中
x- = - 1( d
k
) , 　s-= x
-g( x-)
( x-)
,　s* = d + ,　i* = k ( x
*





g( x * ) =
d +
( x * ) . ( 8)
　　由于 ( x ) 是正的递增有界连续函数, 因此 x * 的选取分以下 3种情形:
( i) 若方程( 8) 在( 0, K ) 内无解,则系统( 1) 没有正平衡点.
( ii) 若方程( 8) 在( 0, K ) 内有唯一解 x = x
*
,则系统( 1) 有唯一正平衡点E 3.
( iii) 若方程( 8) 在 ( 0, K ) 内有两个或两个以上的解, 则取 x * = max { x ∈ ( 0, K ) xg( x ) =
d +




< ( K ) ,则 x- < K , g( x-) > 0,从而边界平衡态E2存在;如果
d
k
< ( x * ) , 则正平衡态E3存
在.
由 x * 的选取知 x * < K ,故当条件 d
k
< ( x * ) 成立时 d
k
< ( K ) 也成立,即E 3的存在意味着E2的
存在,反之不成立.若令
=
k ( K )
d
,　R =




定理 2　当 ≤ 1时,系统( 1) 仅有非负平衡点E 0和 E1 ;当R ≤ 1 < 时, 除了E 0, E 1外,又出现了
边界平衡点 E2 ;当 1 < R < 时, 除了 E 0, E 1, E 2外,又有正平衡点 E3出现.
由定理 2知, 当R > 1时, 正平衡点 E3出现,即形成地方病;当 R < 1时,正平衡点E 3不存在,疾病
消除.当 > 1时,只有食饵种群存在,当 < 1时,食饵捕食者种群共存.显然, R 的意义和流行病理论
“基本再生数”[ 9] 很相似, 而 控制捕食者是否生存.
令 E = ( x , s, i) 是系统( 1) 的任一平衡态,则关于 E 的特征方程为
g ( x ) + xg′( x ) - ′( x ) s - - ( x ) 0
k ′( x ) s k ( x ) - d - i - - s
0 i s - ( d + ) -
= 0. ( 9)
　　易知平衡点 E0 ( 0, 0, 0) 是一个鞍点, 且 X 轴上的轨线离开( 0, 0, 0) , S 轴, I 轴上的轨线走向( 0, 0,
0) .平衡点 E1 ( K , 0, 0) 的特征方程式( 9) 变为
( + d + ) ( - Kg′( K ) ) [ - ( k ( K ) - d ) ] = 0. ( 10)
显然方程( 10) 总有两负根 Kg′( K ) 和 - ( d + ) ,于是,当 k ( K ) < d, 即 < 1时,方程( 10) 的所有根
均为负实数, 平衡点 E1局部渐近稳定.当 > 1时, E1不稳定,此时平衡点 E2出现.
对于平衡点 E2 ( x-, s-, 0) ,根据E 2的存在性,式( 9) 变为




= s-- ( d + ) ,
f ( ) =
2
- ( g( x-) + x-g′( x-) - ′( x-) s-) + d ′( x-) s-.
( 12)
对 f ( ) = 0而言, 由于 f ( 0) = d ′( x-) s-> 0, 若 f′( 0) < 0,则 f ( )必有一正根,此时E 2不稳定.若 f′( 0)
> 0, 则当 ≥ 0时, f ( ) 有两负实根,当 < 0时, f ( ) 有两实部为负的复根.总之,当 f ′( 0) > 0时,
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f ( ) = 0必有两实部为负的特征根.因此, 只要 f′( 0) > 0且
*
< 0, E 2局部渐近稳定.令
( x ) =
( x )
x g( x )
, ( 13)
则
′( x ) = -
( x )
xg ( x )




由 s-, s* 的表达式知
( x-) =
1





* , ( 15)
从而有
′( x-) = -
1
x-g( x-) s-
( g( x-) + x-g′( x-) - ′( x-) s-) =
1
x-g( x-) s-
f′( 0) . ( 16)
因此,若 ′( x ) > 0,则必有 f ′( 0) > 0.此外,由 R < 1知 x
*
< x- ,则有 ( x
*
) < ( x-) ,从而 s-< s
*
=
d + ,即 * < 0.于是,当 ′( x ) > 0且 R < 1时, E2局部渐近稳定.当 ′( x ) < 0或R > 1时, E 2不稳
定.但当 R > 1时,正平衡点E 3出现.对于平衡点 E3 ( x * , s* , i * ) , ( 9) 式变为
3 + A 1 2 + A 2 + A 3 = 0, ( 17)
其中
A 1 = - ( g( x * ) + x * g′( x * ) - ′( x * ) s* ) ,
A 2 = 2s* i * + k ( x * ) ′( x * ) s* , ( 18)







显然,当 A 1 > 0时, A 3 > 0.而 2 = A 1A 2 - A 3 = k ( x * ) ′( x * ) s* A 1 .由于 ( x ) 是正的单调递增有界
连续函数,所以 ( x * ) > 0, ′( x * ) > 0.从而当 A 1 > 0时, 2 > 0. 注意到A 1 > 0的充要条件是 ′( x * )
> 0,因此当 ′( x * ) > 0时, A 1 > 0, 2 > 0, A 3 > 0. 根据 Routh-Hurw itz判别法知,特征方程( 17) 的所
有特征根均具有负实部, 从而正平衡点E 3局部渐近稳定.而当 ′( x * ) < 0时E3不稳定.综上所述,可得
如下定理.
定理3　E0总是不稳定的鞍点.如果 < 1, E1是局部渐近稳定的,当 > 1时,它是不稳定的,此时





由于系统( 1) 所有正初始条件的解都将进入 内,因此只要在 内讨论系统的全局渐近性质.
定理 4　如果 ≤ 1,则边界平衡点 E 1( K , 0, 0) 在 R
3
+ 内除平面 x = 0外是全局渐近稳定的.
证明　作 Liapunov 函数 V : R
3
+→ R ,
V ( t ) = i, ( 19)
沿系统( 1) 对 V ( t ) 求导得
V ( t ) ( 1) = k ( x ) s - ds - si≤ ( k ( x ) - d ) s. ( 20)
由于 ( x ) 是单调递增连续函数,故在 内总有 ( x ) ≤ ( K ) . 于是当 ≤ 1时,在 内有
V ( t ) ( 1) ≤ ( k ( K ) - d) s = d( - 1) s ≤ 0, ( 21)
而 V ( t) = 0的最大不变集是 s = 0,故由定理1及Lasalle不变性原理知,从 内出发的所有解都趋向于
平面 s = 0.进一步,由极限方程理论知,系统( 1) 从 内出发的任一解除 x = 0平面外都趋向于平衡点
E1 ( K , 0, 0) .从而当 ≤ 1时, E 1在 R3+ 内除平面 x = 0外是全局渐近稳定的.




+ s = { ( x , s, i ) ∈ R
3
+ : x ≥ 0, s > 0, i≥ 0} , 作Liapunov 函数 V : R
3
+ s → R,




k ( ) - d
( )
d + s - s-- s-ln s
s-
+ i . ( 22)
在 R3+ 上,沿着系统( 1) 的解计算 V 对时间 t的导数得
V ( t ) ( 1) =





s + ( s - ( d + ) ) i =
k ( x ) - d
( x )
( xg( x ) - ( x ) s) + ( s - s-) ( k ( x ) - d - i) + ( s - s* ) i =
( k ( x ) - d) (
xg( x )
( x )
- s-) + ( s-- s* ) i =
k( ( x ) - ( x-) ) (
1
( x ) -
1









( x ) ( x-)
( ( x ) - ( x-) ) ( ( x-) - ( x ) ) + i
( x-) ( x * )
( ( x * ) - ( x-) ) .
其中 ( x ) 由式( 13) 所定义. 由于 ( x ) , ( x ) 均是单调递增连续函数,所以上式右端第1项总为负,而且
当 R < 1时,有 x * < x-, 故上式第 2项也为负,从而
V ( t) ( 1) ≤ 0. ( 23)
记 E = { ( x , s, i) ∈R3+ : V ( x , s, i ) = 0} ,则 E = { ( x , s, i) ∈R3+ : x = x-, i = 0} .而 E中最大的不变集为




x ( t) = x- , lim
t→∞
s( t) = s-, lim
t→∞
i( t) = 0.
4　系统的持续生存
首先引入 J. K. Hale 和P. Waltman [ 10] 关于无穷维动力系统解的一致持续生存理论.令X 是完备度
量空间,设 X 0是开集并在X 中稠密, X 0 X , X 0 X , X 0∪X 0 = X , X 0∩ X 0 = .设T ( t ) 是 X 上的
c0-半群且满足




,　T ( t) : X 0→ X 0 , ( 24)
记 T b( t) = T ( t) X
0
, A b是 T b( t ) 的全局吸引子.
引理 6[ 10]　假设 T ( t) 满足( 24) 和以下条件:
( i) 存在 t 0≥ 0使得 T ( t ) 在 t > t 0时是紧致的;
( ii) T ( t) 在 X 上是点耗散的;
( iii) A b = ∪x∈A
b
( x ) 是孤立的,且有一非循环覆盖M ,其中 M = {M 1 ,M2 ,⋯,M n} ,M i 是两两不交
的紧集;
( iv)W s (M i) ∩ X 0 = ( i = 1, 2,⋯, n) ,
则X 0是解关于X 0的一致排斥集, 即存在 > 0, 使得对任意 x ∈X 0 ,有 lim
t→+ ∞
d( T ( t ) x , X 0) ≥ ,其中 d表
示 T ( t) x 到 X 0的距离.
定理 7　当 1 < R < , ′( x ) > 0时,系统( 1) 永久持续生存.
证明　首先证明 R
3
+ 的边界平面一致排斥系统( 1) 的正解,定义集合:
P 1 = { ( x , s, i) ∈ R3+ : x ( 0) = 0} ,
P2 = { ( x , s, i ) ∈R
3
+ : s( 0) = 0, x ( 0) ≠ 0} , ( 25)
P 3 = { ( x , s, i ) ∈ R3+ : i( 0) = 0, x ( 0) s( 0) ≠ 0} .




+ , 则只需证明存在 0 > 0, 使得从 P
0
出发的任意解 u t 满足 lim
t→+ ∞
inf
d( u t, P0 ) ≥ 0即可.为此验证引理 6的条件.显然P 0及 P
0
是正向不变的,而且引理6的条件( i) , ( ii) 满
足.下面验证条件( iii) , ( iv) .
在 P0中有3个常数解E0 , E1 , E2 ,它们分别是E0 = ( 0, 0, 0) , E1 = ( K , 0, 0) , E2 = ( X- , S-, 0) .易知系
统( 1)从P 1出发的解( x ( t ) , s( t ) , i ( t) ) 具有 lim
t→+ ∞
s( t) = 0, lim
t→+ ∞
i ( t) = 0.如果( x ( t ) , s( t ) , i( t ) ) 是系统( 1)
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从 P 2出发的解并且 x ( 0) > 0,则
d x
d t
= xg ( x ) ,　
d i
d t
= - ( d + ) i. ( 26)
从而 lim
t→+ ∞
x ( t ) = K , lim
t→+ ∞




= xg ( x ) - ( x ) s,　
d s
d t
= k ( x ) s - ds. ( 27)
显然( x-, s-) 是它的唯一正平衡点,且在定理 7的条件下在 x - s平面全局渐近稳定,即
lim
t→+ ∞
x ( t) = x-,　 lim
t→+ ∞
s( t ) = s-. ( 28)
又因为 E0 , E1 , E2 分别是平面 P1 , P2 , P 3上的孤立奇点, 因此,如果 E 0, E 1, E 2是系统的孤立不变集, 则
{E 0, E 1, E 2} 是孤立的,而且是个非循环覆盖.显然, E0是孤立不变集, E 1和E 2的孤立不变性可由验证条
件( iv ) 得知.
对于条件( iv) ,W s ( E0 ) ∩ P 0 = 是显然的, 否则系统( 1) 存在一个正解( x ( t ) , s( t) , i( t ) ) 使得




( E 1) ∩ P
0
≠ ,则系统( 1) 存在正解( x ( t ) , s( t) , i( t ) ) , 使得当 t充分大时, 有( x ( t) , s( t ) ,
i( t) ) → ( K , 0, 0) . 于是有 lim
t→+ ∞
x ( t) = K , lim
t→+ ∞
i( t) = 0成立.故可选取 1 > 0充分小, T > 0充分大, 当
t > T 时,有 - 1 < i ( t ) < 1 .由定理条件 > 1, 即 k ( K ) > d知,存在 2 > 0, 使得
d
k
+ 2 < ( K ) .
由 ( x ) 的连续性知, 当 x →K 时, ( x ) → ( K ) .从而可选取 3 > 0,使得 ( x ) > ( K ) - 3 > d
k
+ 2
- 3 ,而且 k ( 2 - 3 ) > 1 .于是,当 t > T 时, 由系统( 1) 的第 2个方程可得
d s
d t
= s( k ( x ) - d - ) > s( k ( 2 - 3 ) - 1) . ( 29)
因此由微分方程比较原理知
s( t ) > s( t0) exp{ ( k( 2 - 3) - 1 ) ( t - t0 ) } →+ ∞　　( t→+ ∞) , ( 30)
这与 s( t ) → 0矛盾,因此 W s ( E1 ) ∩ P0 = .
假设W s ( E 2) ∩ P 0≠ ,则系统( 1) 存在正解( x ( t ) , s( t) , i( t ) ) , 使得当 t充分大时, 有( x ( t) , s( t ) ,










+ . ( 31)
由 lim
t→+ ∞
s( t ) = s-知,对 > 0,存在 T 0 > 0,当 t > T 0时,有 s-- < s( t) < s-- .由系统( 1) 的第 3个方
程知,当 t > T 0时,
d i
d t
> ( ( s-- ) - ( d + ) ) i , ( 32)
所以
i ( t) ≥ i ( T 0 ) exp{ ( t - T 0) ( ( s-- ) - ( d + ) ) } →+ ∞　( t→+ ∞) . ( 33)
这与系统解的有界性矛盾, 故 W
s
( E 2) ∩ P
0
≠ .
因此,由引理 6知, P 0一致排斥系统( 1) 的正解, 再结合所有正解的最终有界性,便可推得系统( 1)
是永久持续生存的.
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5　生态意义









k ( K )
d
表示食饵数量达到环境容纳量时捕食者的相对生存率.由于假设捕食者完全以食
饵为生,当 ≤ 1时,捕食种群绝灭;当 > 1时,两种群共存.
阈值 R =
k ( x * )
d
决定疾病是否在捕食种群间流行. R > 1意味着 x * > x-,此时食饵密度密集被捕
食者捕捉到的机率较大, 因此捕食者有充足的能量满足自身增长需求,捕食者数量将迅速增加,这样一





d ( d + )
kx
*
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